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Liên tục học hỏi thêm các kiến thức mới: điều này nghĩa là phải có đủ 
lượng kiến thức về tư duy tinh gọn khi bắt đầu và sau đó tiếp tục bổ sung, 
mở rộng thêm kiến thức, kinh nghiệm thông qua quá trình thực hiện. 
Phải tiến hành mọi thứ theo trình tự vì tư duy tinh gọn không phổ biến 
trong ngành xây dựng, trước tiên cần nắm rõ các quy tắc cơ bản về quản 
lý trong sản xuất. Rất ít trường đại học cung cấp các khóa học về quản lý 
trong sản xuất xây dựng, thay vào đó là các khóa học về cải thiện năng 
suất trong thực hiện các công tác. Nếu quá tập trung vào năng suất ở cấp 
độ công tác ta sẽ không thể cải thiện năng suất của cả hệ thống sản xuất 
- ở đây là dự án xây dựng. Do đó, một điều đặc biệt quan trọng là người 
tiên phong và các quản lý cấp cao phải nắm chắc và thành thục tư duy 
tinh gọn.  

Tìm ra một đòn bẩy để thúc đẩy bằng việc vực dậy một dự án đang gặp 
khó khăn hoặc tạo ra những “khó khăn” khác: theo một cách nào đó có thể 
thấy rằng mọi dự án xây dựng đều có một chuỗi liên tiếp các nguy cơ này 
đến nguy cơ khác, vì vậy khiến cho việc thực hiện hết sức khó khăn. Xem 
xét hai cách tiếp cận dự án như sau. Cách thứ nhất là tham gia vào một 
dự án đang có nguy cơ thất bại bằng cách thay thế một trong những nhà 
thầu phụ đang đứng trước khả năng bị sa thải, áp dụng tư duy tinh gọn 
và đưa dự án thoát khỏi khủng hoảng. Cách làm này có thể mang lại sự 
thành công tuy nhiên những trải nghiệm về tinh gọn khó được nhìn nhận 
bởi những bộ phận không gặp khó khăn. Tệ hơn là khi đó sẽ có ý kiến cho 
rằng dự án lâm vào khủng hoảng là do một số nhà thầu không hoàn 
thành nhiệm vụ của mình thay vì cho rằng đó là lỗi của cả một hệ thống 
sản xuất. Do đó, cách tiếp cận thứ hai được đề xuất, tham gia và áp dụng 
các nguyên tắc xây dựng tinh gọn vào ngay tại thời điểm dự án đang hoạt 
động tốt nhất. Từ đó chỉ ra những yếu kém của hệ thống sản xuất hiện 
tại và sức mạnh của xây dựng tinh gọn. Lập sơ đồ các luồng giá trị của dự 
án và đưa ra những cải tiến giúp chỉ ra những lãng phí, dư thừa đang được 
thực hiện. Cách làm này giống như tạo ra một “cuộc khủng hoảng” cho 
chính đội ngũ thực hiện dự án trước đó về hiệu quả làm việc so với cách 
truyền thống trước đó.  

Tạm quên các chiến lược lớn vào lúc này: trong tư duy tinh gọn có 
những ý nghĩa chiến lược cơ bản nhưng tại thời điểm này hãy khoan đề 
cập đến nó. Các công ty xây dựng cần bắt đầu áp dụng tính tinh gọn vào 
các dự án đang và sẽ thực hiện. Lý do vì xây dựng tinh gọn là một cách 
tiếp cận hệ thống, tìm kiếm các cơ hội và các nút thắt cần tháo gỡ từ các 
dự án, từ đó chỉ ra những bất cập trong các lĩnh vực liên quan để làm sao 
có thể thực hiện tinh gọn tối ưu ở cấp độ dự án. Dự án là thứ cần giao cho 
khách hàng, do đó, dự án là thứ mà chúng ta phải cải thiện. Tuy nhiên, 
không phải loại bỏ hoàn toàn vai trò của các công việc văn phòng và các 
chức năng hỗ trợ khác khi thực hiện theo tư duy tinh gọn, mà như đã nói 
đó là lúc này chưa phù hợp để thực hiện điều đó.  

Lập sơ đồ các luồng giá trị của bạn: điều này không phải là tái cấu trúc 
hay thiết kế lại kế hoạch vì như vậy là hiểu quá hẹp và không đi theo 
nguyên tắc hướng đến sự hoàn hảo đã hình thành nên tư duy tinh gọn. 
Trong xây dựng, các giá trị của bạn chắc chắn sẽ liên quan và có quan hệ 
tới các tổ chức khác tham gia vào dự án, giúp họ thấy điều đó trên sơ đồ 
là bước đầu tiên để hướng tới sự hợp tác làm việc sau này.  

Bắt đầu càng sớm càng tốt bằng các công tác quan trọng và dễ dàng 
thấy được kết quả: hệ thống lập kế hoạch sản xuất và phương pháp phân 
công công việc là các công tác tốt nhất để bắt đầu. Không phải vì các 
công tác khác không quan trọng bằng mà bởi vì những thay đổi về hiệu 
suất lập kế hoạch vừa có tác động tức thì vừa yêu cầu phải có những phản 
ứng chính xác, nhanh gọn mang tính tinh gọn trong toàn bộ tổ chức để 
có được những kế hoạch đáng tin cậy. Đo lường và cải thiện hiệu suất lập 
kế hoạch là một ý tưởng mới trong xây dựng, nó tạo ra những cải thiện 
ngay lập tức và chỉ ra những thiếu sót trong cách thực hiện thông thường.  

Yêu cầu kết quả ngay lập tức: nhưng phải hết sức thận trọng vì nếu kết 
quả sai sẽ phá hủy hết mọi nỗ lực. Chẳng hạn như yêu cầu phải giảm chi 
phí cho một công tác là một cách chưa đúng, thay vào đó nên là yêu cầu 
hoàn thành công tác đó nhanh hơn. Cách tốt nhất là yêu cầu ngay kết 
quả về hiệu suất lập kế hoạch và làm thế nào để những cải thiện đó giảm 

thiểu các gián đoạn, những trì hoãn giữa các công tác. Đo lường lượng 
nguyên vật liệu nhập vào hay lượng công tác đã hoàn thành cũng là một 
cách tốt để xem xét nhằm trả lời câu hỏi: Đã rút ngắn được bao nhiêu thời 
gian kể từ lúc được yêu cầu đến lúc hoàn thành công tác?  

Luôn xem xét sơ đồ các luồng giá trị trước và sau khi thực hiện 
và/hoặc thay đổi phương pháp cũng là một cách khác để đảm bảo rằng 
những thay đổi đang diễn ra.  

Phát triển năng lực bản thân càng sớm càng tốt: tốc độ thay đổi là 
thông số quan trọng nhất khi thực hiện xây dựng tinh gọn. Nếu những 
nỗ lực của bạn không tác động đến tất cả mọi ngõ ngách của tổ chức, 
nếu mọi người không tìm thấy sự thay đổi nghĩa là bạn đang đi sai hướng. 
Thực hiện tư duy tinh gọn luôn mang đến nhiều cơ hội để cho thấy sự 
thay đổi đang diễn ra.  

5. Kết luận 
Thực hiện tư duy tinh gọn sẽ dẫn đến sự thay đổi trong hầu hết mọi 

khía cạnh của dự án và việc quản lý doanh nghiệp. Không thể đưa ra 
hướng dẫn chi tiết từng bước vì thay đổi tại cấp độ mô hình tư duy là cả 
một quá trình phát triển. Mỗi một hành động theo nguyên tắc tinh gọn 
sẽ hé mở những cơ hội mới vì mọi người thường không nghĩ theo cách 
tạo ra những sự thay đổi có tính khả thi. Cách suy nghĩ tạo ra hành động, 
hành động sẽ giúp học được nhiều thứ và hiểu sâu hơn, và việc học lại 
giúp nảy sinh các suy nghĩ mới.  

Phát triển hệ thống tư duy cẩn thận, hiểu được những khó khăn khi 
thay đổi mô hình tư duy, chờ đợi những mâu thuẫn sâu sắc của bản thân 
và của những người khác để có thể ra quyết định từ những cấp thấp hơn 
và luôn học hỏi về cách quản lý sản xuất.  

Hình thành những chuỗi khái niệm dài hạn với những suy nghĩ như 
luồng giá trị. Luôn nỗ lực phát triển tư duy tinh gọn cho những người 
khác, thậm chí là đối thủ cạnh tranh. Càng nhiều công ty, doanh nghiệp 
xây dựng thay đổi theo hướng tinh gọn sẽ kéo theo các nhà cung cấp 
buộc phải thay đổi theo để đáp ứng các yêu cầu được đưa ra. Mở rộng 
tầm nhìn để xem cả ngành xây dựng như là một hệ thống và tiến hành 
cải thiện hiệu suất làm việc khắp mọi nơi.  
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Chuyển động dính-trượt của hệ hai bậc tự do đặt trên 
băng tải có tính đến hiệu ứng ma sát Stribeck  
Stick-slip motion of a two-degree-of-freedom system moving on a conveyor belt with 
consideration of Stribeck friction effect 

 
Phạm Ngọc Chung, Nguyễn Như Hiếu 

 
 
TÓM TẮT: 
 Trong nghiên cứu này, các tác giả phân tích dao động dính – trượt trong một hệ hai bậc tự do chuyển động trên một băng tải với 

vận tốc hằng số trong đó có tính đến hiệu ứng ma sát Stribeck giữa băng tải và vật thể dao động. Hiệu ứng ma sát Stribeck xuất 

hiện trong trường hợp vận tốc tương đối giữa các bề mặt là khá nhỏ, gần với vận tốc không, mà ở đó lực ma sát giảm đơn điệu khi 

vận tốc tăng. Đối với các hệ dạng nhiều bậc tự do chuyển động trên băng tải, hiện tượng vận tốc thấp này ít được nghiên cứu chi 

tiết, do đó mục đích của nghiên cứu này là khảo sát các đặc tính động lực học của hệ dựa trên đề xuất sử dụng mô hình ma sát 

LuGre, một mô hình có nhiều ưu điểm và có thể bắt được hiệu ứng Stribeck. Hệ đang xét chứa hai vật, trong đó một vật đặt trên 

vật kia và gắn với nhau bởi một lò xo đàn hồi, liên kết giữa hai vật có thêm ràng buộc ma sát do tiếp xúc giữa hai bề mặt. Các đặt 

trưng của chuyển động dính – trượt giữa vật và băng tải, chuyển động dính giữa hai vật cùng với sự xuất hiện của các vòng trễ, 

vòng giới hạn được phân tích chi tiết. Kết quả nghiên cứu cho thấy ý nghĩa của việc cần xét hiệu ứng Stribeck trong nhiều chuyển 

động chậm của các hệ động lực khác nhau liên quan đến ma sát giữa các bề mặt trong quá trình chuyển động. 

Từ khóa: chuyển động dính-trượt, hiệu ứng Stribeck, vòng trễ, vòng giới hạn 

 

ABSTRACT: 

 In this study, the authors have analyzed stick-slip motion of a two-degree-of-freedom system placed on a conveyor moving at 

constant speed. The Stribeck friction effect between surfaces of the conveyor belt and mass elements of the system is taken into 

account. The Stribeck effect occurs when relative velocity between two surfaces is low (i.e. near-zero velocity) for which the friction 

force monotonically decreases as relative velocity is increasing. For multi-degree-of-freedom systems traveling on the conveyor 

belt, the phenomenon related to low velocity of system motion is less studied in detail. The objective of this study is to explore 

characteristics of dynamics of considered system with proposed study of using LuGre friction model that can capture the Stribeck 

effect. Our system consists of two mass elements, one of which is placed on the other and connects together by an elastic spring. 

The contact surface of two mass elements has a friction constraint. Characteristics of stick-slip motions, hysteretic loop of frictions, 

and limit cycles of system responses are analyzed in detail. The research result exhibits the significance of Stribeck friction effect in 

low-velocity dynamic systems containing friction factors. 

Keywords: stick-slip motion, Stribeck effect, hysteretic loop, limit cycle 
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1. Giới thiệu 
Ma sát là đối tượng được nghiên cứu từ khá lâu nhưng lại có nhiều hiệu 
ứng đặc biệt nên tính thời sự của nó vẫn hấp dẫn các nhà khoa học 
trong nhiều lĩnh vực khoa học và kỹ thuật khác nhau [1]. Ma sát xảy ra 
phổ biến trong quá trình chuyển động tương đối giữa các bề mặt. Hiện 
tượng ma sát thường gây ra sự tiêu tán năng lượng trên các thiết bị, 
nhất là các thiết bị có sự cọ sát lớn như các ổ bi, máy khoan... Trong bài 
toán ma sát thì độ nhám bề mặt có thể gây ra các hiệu ứng phức tạp và 
do đó đặc điểm ma sát ứng với các bề mặt khác nhau cũng khác nhau 
[2]. Trong kỹ thuật, người ta thường sử dụng mô hình ma sát mà ở đó 
lực ma sát (hay còn gọi là thành phần lực tiếp tuyến) và thành phần lực 
theo phương pháp tuyến có quan hệ tuyến tính và hệ số ma sát thường 
được lấy là hằng số. Trong nhiều bài toán đặc thù khác thì quan hệ 
tuyến tính này có những cải biên ứng với một mô hình ma sát phù hợp 
nhất định.  
Ma sát có thể được phân ra làm hai loại: ma sát khô (hai bề mặt rắn tiếp 
xúc trực tiếp) và ma sát nhớt (bề mặt tiếp xúc qua một lớp chất lỏng). 
Ma sát khô xuất hiện hai hiện tượng trong tự nhiên: (i) như một trở 
kháng chống lại sự chuyển động từ vị trí tĩnh định (stick mode); (ii) như 
một trở kháng chống lại sự chuyển động đang tồn tại (slip mode). Cả 
hai loại ma sát này có thể là lý do gây ra các dao động tự kích, chẳng 
hạn tại bề mặt tiếp xúc trong các máy công nghiệp. Về mặt toán học, 
ma sát khô kéo theo sự xuất hiện của phương trình vi phân có chứa 
thành phần không liên tục [chẳng hạn một hàm có giá trị 

1
f  trên miền 

1
S , có giá trị 

2
f  trên miền 

2
S ], trong đó đặc trưng không liên tục phụ 

thuộc vào mô hình ma sát lựa chọn. Nói chung có một số mô hình ma 
sát khô phù hợp với loại bài toán nghiên cứu nào đó. Chẳng hạn nếu 
xét động lực học của hệ có vận tốc tương đối giữa các vật thể tiếp xúc 
là hằng số, ta có thể mô tả ma sát bằng mô hình đơn giản nhất thông 
qua định luật Coulomb và không cần áp dụng các mô hình ma sát phức 
tạp khác. Trong trường hợp này, lực ma sát được xem là một hàm đơn 
trị của vận tốc tương đối. Tuy nhiên trong một số nghiên cứu thực 
nghiệm đã biết trước đây mà ở đó vận tốc tương đối có sự thay đổi và 
dao động về giá trị, người ta đã chỉ ra rằng quan hệ vận tốc tương đối-
ma sát là hàm đa trị, lực ma sát tuân theo các đường cong khác nhau 
trong các pha tăng tốc và giảm tốc của chuyển động trượt. Từ đó có thể 
làm xuất hiện các vòng trễ với những tính chất cơ học thú vị.  
Nghiên cứu về ma sát thường dựa trên cả mô hình lý thuyết và thực 
nghiệm để khẳng định chất lượng hoạt động của một hệ cơ cấu nào 
đó. Đầu tiên phải kể đến mô hình ma sát dựa trên đặc tính động lực học 
diễn tả ứng xử giống như lò xo đàn hồi được đề xuất bởi Dahl năm 
1968 [3]. Mô hình của Dahl thực chất là ma sát Coulomb nhưng có độ 
trễ về sự thay đổi lực ma sát khi có sự thay đổi về hướng chuyển động. 
Các vấn đề liên quan đến sự tồn tại và duy nhất nghiệm cũng như hiệu 
ứng trễ được giải quyết trong một nghiên cứu của Bliman năm 1992 [4]. 
Tuy nhiên có thể nhận thấy đây là mô hình của Dahl không bao gồm 
hiệu ứng Stribeck. Hiệu ứng Stribeck là hiệu ứng ma sát trượt trong 
chuyển động với vận tốc tương đối thấp được mô tả thông qua một hàm 
phụ thuộc vận tốc mà ở đó hàm giảm đơn điệu khi độ lớn vận tốc tăng. Có 
một nghiên cứu khác [5] thể hiện sự cố gắng của tác giả trong vấn đề 
đưa hiệu ứng Stribeck vào mô hình Dahl sử dụng các đặc tính bất biến 
trong không gian tuyến tính. Tuy nhiên hiệu ứng Stribeck trong mô 
hình này chỉ xuất hiện trong gian đoạn chuyển tiếp của đáp ứng mà 
không xuất hiện trong giai đoạn bình ổn của hệ. Trong nghiên cứu của 
Wit và đồng nghiệp năm 1995 [6], tác giả đề xuất một mô hình ma sát 
mới dựa trên đặc tính động lực học của hệ. Mô hình lý thuyết đã được 
tác giả kiểm chứng bằng số liệu thực nghiệm và áp dụng cho một bài 
toán điều khiển đơn giản sử dụng bộ điều khiển PID. Những đặc trưng 
mới trong phân tích ma sát là dựa vào mối quan hệ mật thiết giữa 
tương quan của hệ dao động và động lực học hệ ma sát dựa trên mô 
hình LuGre và các phiên bản cải tiến của nó. Mô hình LuGre là mô hình 

kết hợp ma sát nhớt và hiệu ứng Stribeck vào mô hình Dahl. Trước đó, 
Gdaniec và đồng nghiệp [7] đã nghiên cứu về hiện tượng rẽ nhánh của 
hệ dao động có kể đến hiện tượng dính - trượt sử dụng mô hình ma sát 
LuGre kinh điển đề xuất trước đây. Các tác giả chỉ ra rằng, các ứng xử 
ma sát bản thân nó có thể gây ra các dao động không thông thường, 
nghĩa là lực ma sát trở nên phụ thuộc vào vận tốc đáp ứng. 
Bài toán chuyển động của vật thể đặt trên băng tải là một bài toán 
thường gặp trong thực tế, nhất là trong các dây chuyền sản xuất. Trong 
nhiều tình huống, người ta nhận thấy rằng vận tốc tương đối của vật 
thể là khá thấp do vấn đề đảm bảo an toàn và mức độ điều khiển chính 
xác cao. Vì vận tốc thấp như vậy nên hiệu ứng ma sát Stribeck có thể sẽ 
xuất hiện trong quá trình chuyển động của vật thể. Trong bài báo này, 
các tác giả đề xuất sử dụng mô hình ma sát LuGre với hiệu ứng Stribeck 
để phân tích tượng dính - trượt của hệ hai bậc tự do đặt trên băng tải. 
Đây là vấn đề mới và được tiếp cận bằng phương pháp số.  
2. Mô hình ma sát LuGre với hiệu ứng Stribeck 
Một trong những cách tiếp cận về ma sát động là dựa trên mô hình 
LuGre được đề xuất bởi Wit và đồng nghiệp [6]. Các tác giả cho rằng các 
bề mặt thường không đều khi quan sát ở thang vi mô và chúng chỉ tiếp 
xúc với nhau tại các điểm mà không phải toàn bộ bề mặt. Các phần tử 
tiếp xúc được xem là có các tương tác đàn hồi với nhau. Họ đã mô hình 
sự tiếp xúc này giống như các lông đàn hồi. Khi chịu tác dụng của một 
lực tiếp tuyến, lông đàn hồi gắn trên bề mặt vật sẽ lệch sang một phía 
và tạo ra một lực cản (xem Hình 1a). Nếu lực đủ lớn, các lông sẽ bị lệch 
vượt giá trị giới hạn và tạo ra hiệu ứng trượt giữa hai bề mặt. Độ lệch 
của các lông thường mang tính ngẫu nhiên do tính chất hình dạng bất 
thường của bề mặt. Lực ma sát tổng có thể được biểu diễn dưới dạng 
tổng của tất cả các lực được tạo ra do sự uốn cong của lông và thành 
phần lực cản nhớt, trong đó lực cản nhớt được xem tỷ lệ thuận với vận 
tốc tương đối giữa hai bề mặt tiếp xúc. Biểu diễn toán học của lực ma 
sát là:  

1 2fr o r
F z zσ σ σ= + +ɺ v  (1) 

trong đó z  được gọi là biến trạng thái trong thể hiện độ lệch trung 
bình của lông, 

0
σ  là độ cứng của lông và 

1
σ  hệ số cản của lông, 

2
σ  là 

hệ số ma sát nhớt trong chuyển động tương đối, 
r
v là vận tốc tương 

đối giữa hai bề mặt. Lực ma sát trên có hai thành phần gắn với biến 
trạng thái trong và một thành phần gắn với chuyển động tương đối 
giữa hai bề mặt. Thành phần liên quan đến độ cứng có thể mô hình hóa 
như một lò xo đàn hồi, trong khi thành phần cản có thể mô hình như 
một cản nhớt trong hệ cơ học thông thường (xem Hình 1b); thành 
phần lực ma sát nhớt có hướng ngược với hướng của vận tốc tương đối 
(biểu diễn của nó có thể minh họa như trên Hình 1c). 

  

 

(a) (b) (c) 
 

 
Hình 1. (a): Ma sát giữa hai bề mặt được mô hình thông qua tiếp xúc giữa các lông [để đơn giản, 
lông ở phần dưới được coi là cứng]; (b): Mô hình độ lệch của lông chịu tác dụng từ thành phần 

đàn hồi và thành phần cản; (c): Biểu vận tốc tương đối và thành phần đàn nhớt liên quan đến vận 
tốc tương đối 

Theo [6], độ lệch trung bình của lông cho bởi phương trình sau: 

( )
r

r

r

z z
g

= −ɺ
v

v
v

 (2) 

trong đó ( )r
g v là hàm Stribeck. Hàm ( )r

g v có giá trị dương và giảm 

đơn điệu từ ( )0g khi 
r
v  tăng, có biểu diễn toán học lấy dưới dạng 

Gauss như sau: 

( ) ( ){ }2

0
( )exp /

r C S C r s
g F F Fσ = + − −v v v

 
 (3) 

trong đó 
C

F  là ma sát Coulomb, 
S

F  là ma sát tĩnh và 
s
v  là vận tốc 

Stribeck (xem [1]). Với mô tả này, mô hình được đặc trưng bởi sáu tham 
số 

0
σ , 

1
σ , 

2
σ , 

C
F , 

S
F  và 

s
v .  

Trong bài báo này các tác giả nghiên cứu chuyển động dính – trượt của 
một hệ hai bậc tự do đặt trên băng tải có tính tới hiệu ứng ma sát 
Stribeck mà Wit và đồng nghiệp đã đề xuất. 
3. Phương trình chuyển động của hệ hai bậc tự do đặt trên băng tải  

 
Hình 2. Mô hình hệ hai bậc tự do đặt trên băng tải chuyển động 

Trong nghiên cứu này, các tác giả xem xét một hệ hai bậc tự do như 
minh họa trong Hình 2. Hệ gồm hai vật có khối lượng 

1
m  và 

2
m đặt 

chồng lên nhau trong đó vật 
1

m  tiếp xúc với băng tải. Vật 
2

m  được nối 

với vật 
1

m  bởi lò xo 
2

k  và nối với điểm cố định bên phải bởi lò xo có độ 

cứng 
3

k . Hệ tọa độ được chọn là 
1 2
,x x  sao cho tại vị trí ban đầu các lò 

xo không co giãn. Tổng độ giãn của các lò xo trong quá trình chuyển 
động là một hằng số do hai dầu của hệ được giữ cố định. Giữa vật 

1
m

và băng tải, giữa 
1

m  và 
2

m  có tiếp xúc ma sát với nhau và được mô 

hình hóa theo mô hình LuGre như trên Hình 1. Gọi 
1 2
,z z  lần lượt là độ 

lệch trung bình của lông ở mặt dưới của vật 
1

m  và 
2

m .  Giả thiết rằng 

vật liệu lông là giống nhau tại các bề mặt, do đó phương trình biểu 
diễn lực ma sát tương ứng sẽ có tham số giống nhau cho cả hai bề mặt.  
Phương trình vi phân chuyển động của hệ hai bậc tự do có dạng: 

( )1 1 1 1 2 2 1 1 2fr fr
m x k x k x x F F= − + − + −ɺɺ  (4a) 

( )2 2 2 2 1 3 2 2fr
m x k x x k x F= − − − +ɺɺ  (4b) 

Các lực ma sát 
1fr

F  và 
2fr

F   được xác định theo phương trình (1) như 

sau: 

1 1 1 1 2 1fr o r
F z zσ σ σ= + +ɺ v , 

2 2 1 2 2 2fr o r
F z zσ σ σ= + +ɺ v  

(5a) 
(5b) 

với 
1 1r b

x= − ɺv v  là vận tốc tương đối của vật 
1

m  so với băng tải; 

2 1 2r
x x= −ɺ ɺv  là vận tốc tương đối của vật 

1
m  so với 

2
m ;  các biến trạng 

thái trong 
1 2
,z z  được xác định thông qua hai phương trình vi phân 

sau: 

( ) ( )
11

1 1 1 1 1

1 1 1 1

br

r b

r b

x
z z x z

g g x

−
= − = − −

−

ɺ
ɺɺ

ɺ
vv

v v
v v

, (6a) 

( ) ( )
2 1 2

2 2 2 1 2 2

2 2 2 1 2

r

r

r

x x
z z x x z

g g x x

−
= − = − −

−

ɺ ɺ
ɺ ɺɺ

ɺ ɺ
v

v
v

 

(6b) 

trong đó ( ) ( )1 1 2 2
,

r r
g gv v  là các hàm Stribeck xác định theo (3): 

( ) ( )
1 1 1

2

1

1 1 2

0

1
exp r

r C S C

s

g F F F
σ

   
= + − −      

v
v

v
, (7a) 

( ) ( )
2 2 2

2

2

2 2 2

0

1
exp r

r C S C

s

g F F F
σ

   
= + − −      

v
v

v

 

(7b) 

( )
1 1 11 1 2C C C

F N m m gµ µ= = + ; ( )
1 1 11 1 2S S S

F N m m gµ µ= = +  (8a,b) 

2 2 2 2 2 22 2 2 2
;

C C C S S S
F N m g F N m gµ µ µ µ= = = = (8c,d) 

Ở đây
1C

µ , 
1S

µ  tương ứng là hệ số ma sát Coulomb và hệ số ma sát tĩnh 

giữa vật 
1

m  và băng tải; 
2C

µ , 
2S

µ  tương ứng là hệ số ma sát Coulomb 

và hệ số ma sát tĩnh giữa vật 
1

m  và vật 
2

m . Các phương trình (4) - (6) 

thiết lập một hệ phương trình vi phân với 4 biến phụ thuộc thời gian là 

1 2 1 2
, , ,x x z z . Trong hệ, hai phương trình (4a, b) là tuyến tính nhưng hai 

phương trình (6a, b) lại là phi tuyến.  
Có thể nhận thấy rằng nếu các vận tốc tương đối có giá trị tương đối 
lớn so với vận tốc Stribeck 

s
v  thì hàm Stribeck 

1 2
,g g  sẽ tiệm cận đến 

giá trị hằng số; lúc này mô hình LuGre đưa về mô hình Dahl [4]. Mô hình 
Dahl là một mở rộng của luật ma sát Coulomb nhưng có một nhược 
điểm là không bắt được hiệu ứng ma sát Stribeck. Vì lý do này, Wit và 
đồng nghiệp [6] đã đề xuất mô hình LuGre, được xem là phiên bản mở 
rộng của Dahl.  
4. Trạng thái cân bằng  
Xét hệ ở trạng thái cân bằng, nghĩa là 

1 1 1 2 2 2
0, 0, 0; 0, 0, 0x x z x x z= = = = = =ɺɺ ɺ ɺɺ ɺɺ ɺ . Ở trạng thái này, các vận 

tốc tương đối là 
1 2

, 0
r b r

= =v v v . Ký hiệu 
1 2 1 2

, , ,
e e e e

x x z z  lần lượt là các 

tọa độ của 
1

m , 
2

m và độ lệch của lông khi hệ ở trạng thái cân bằng. Độ 

lệch lông ở trạng thái cân bằng tìm được là:  

 ( )1 1 2
, 0

e b e
z g z= =v , (9) 

trong đó ( )1 b
g v  cho bởi phương trình (7a) bằng cách thay 

1r
v  bằng 

đối số 
b
v . Vị trí cân bằng của các vật 

1 2
,m m  lúc này là nghiệm của hệ 

phương trình sau đây: 

( ) ( )

( )
1 1 2 2 1 1 2

2 2 1 3 2

0

0

e e e o b b

e e e

k x k x x g

k x x k x

σ σ− + − + + =

− − − =

v v

 

(10a) 
(10b) 

Giải hệ (10) ta thu được biểu thức của 
1 2

,
e e

x x  là: 

( )

( )

2 3

1 1 2

1 2 2 3 3 1

2

2 1 2

1 2 2 3 3 1

e o b b

e o b b

k k
x g

k k k k k k

k
x g

k k k k k k

σ σ

σ σ

+
 = + + +

 = + + +

v v

v v  

(11) 

Từ hai biểu thức này có thể rút ra 
1 2e e

x x> , tức là vị trí cân bằng của vật 

1
m  có giá trị tuyệt đối lớn hơn vị trí cân bằng của vật 

2
m .  Có thể thấy 

rằng giá trị độ lệch của lông (biến trạng thái trong) gắn với vật 
1

m  tại 

điểm cân bằng của hệ bằng giá trị của hàm Stribeck tại vận tốc 
b
v  của 

băng tải, trong khi đó độ lệch lông gắn với vật 
2

m  thì bằng không. Giá 

trị 
2

0
e

z =  cho thấy lông ở trạng thái đứng thẳng và không có sự 

chuyển dịch tương đối giữa hai vật 
1

m  và 
2

m ở trạng thái cân bằng; giá 

trị  
1

0
e

z ≠  là do băng tải di chuyển với vận tốc không đổi và do tính 

chất liên kết giữa hai bề mặt vật 
1

m  và băng tải làm cho lông bị kéo và 
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1. Giới thiệu 
Ma sát là đối tượng được nghiên cứu từ khá lâu nhưng lại có nhiều hiệu 
ứng đặc biệt nên tính thời sự của nó vẫn hấp dẫn các nhà khoa học 
trong nhiều lĩnh vực khoa học và kỹ thuật khác nhau [1]. Ma sát xảy ra 
phổ biến trong quá trình chuyển động tương đối giữa các bề mặt. Hiện 
tượng ma sát thường gây ra sự tiêu tán năng lượng trên các thiết bị, 
nhất là các thiết bị có sự cọ sát lớn như các ổ bi, máy khoan... Trong bài 
toán ma sát thì độ nhám bề mặt có thể gây ra các hiệu ứng phức tạp và 
do đó đặc điểm ma sát ứng với các bề mặt khác nhau cũng khác nhau 
[2]. Trong kỹ thuật, người ta thường sử dụng mô hình ma sát mà ở đó 
lực ma sát (hay còn gọi là thành phần lực tiếp tuyến) và thành phần lực 
theo phương pháp tuyến có quan hệ tuyến tính và hệ số ma sát thường 
được lấy là hằng số. Trong nhiều bài toán đặc thù khác thì quan hệ 
tuyến tính này có những cải biên ứng với một mô hình ma sát phù hợp 
nhất định.  
Ma sát có thể được phân ra làm hai loại: ma sát khô (hai bề mặt rắn tiếp 
xúc trực tiếp) và ma sát nhớt (bề mặt tiếp xúc qua một lớp chất lỏng). 
Ma sát khô xuất hiện hai hiện tượng trong tự nhiên: (i) như một trở 
kháng chống lại sự chuyển động từ vị trí tĩnh định (stick mode); (ii) như 
một trở kháng chống lại sự chuyển động đang tồn tại (slip mode). Cả 
hai loại ma sát này có thể là lý do gây ra các dao động tự kích, chẳng 
hạn tại bề mặt tiếp xúc trong các máy công nghiệp. Về mặt toán học, 
ma sát khô kéo theo sự xuất hiện của phương trình vi phân có chứa 
thành phần không liên tục [chẳng hạn một hàm có giá trị 

1
f  trên miền 

1
S , có giá trị 

2
f  trên miền 

2
S ], trong đó đặc trưng không liên tục phụ 

thuộc vào mô hình ma sát lựa chọn. Nói chung có một số mô hình ma 
sát khô phù hợp với loại bài toán nghiên cứu nào đó. Chẳng hạn nếu 
xét động lực học của hệ có vận tốc tương đối giữa các vật thể tiếp xúc 
là hằng số, ta có thể mô tả ma sát bằng mô hình đơn giản nhất thông 
qua định luật Coulomb và không cần áp dụng các mô hình ma sát phức 
tạp khác. Trong trường hợp này, lực ma sát được xem là một hàm đơn 
trị của vận tốc tương đối. Tuy nhiên trong một số nghiên cứu thực 
nghiệm đã biết trước đây mà ở đó vận tốc tương đối có sự thay đổi và 
dao động về giá trị, người ta đã chỉ ra rằng quan hệ vận tốc tương đối-
ma sát là hàm đa trị, lực ma sát tuân theo các đường cong khác nhau 
trong các pha tăng tốc và giảm tốc của chuyển động trượt. Từ đó có thể 
làm xuất hiện các vòng trễ với những tính chất cơ học thú vị.  
Nghiên cứu về ma sát thường dựa trên cả mô hình lý thuyết và thực 
nghiệm để khẳng định chất lượng hoạt động của một hệ cơ cấu nào 
đó. Đầu tiên phải kể đến mô hình ma sát dựa trên đặc tính động lực học 
diễn tả ứng xử giống như lò xo đàn hồi được đề xuất bởi Dahl năm 
1968 [3]. Mô hình của Dahl thực chất là ma sát Coulomb nhưng có độ 
trễ về sự thay đổi lực ma sát khi có sự thay đổi về hướng chuyển động. 
Các vấn đề liên quan đến sự tồn tại và duy nhất nghiệm cũng như hiệu 
ứng trễ được giải quyết trong một nghiên cứu của Bliman năm 1992 [4]. 
Tuy nhiên có thể nhận thấy đây là mô hình của Dahl không bao gồm 
hiệu ứng Stribeck. Hiệu ứng Stribeck là hiệu ứng ma sát trượt trong 
chuyển động với vận tốc tương đối thấp được mô tả thông qua một hàm 
phụ thuộc vận tốc mà ở đó hàm giảm đơn điệu khi độ lớn vận tốc tăng. Có 
một nghiên cứu khác [5] thể hiện sự cố gắng của tác giả trong vấn đề 
đưa hiệu ứng Stribeck vào mô hình Dahl sử dụng các đặc tính bất biến 
trong không gian tuyến tính. Tuy nhiên hiệu ứng Stribeck trong mô 
hình này chỉ xuất hiện trong gian đoạn chuyển tiếp của đáp ứng mà 
không xuất hiện trong giai đoạn bình ổn của hệ. Trong nghiên cứu của 
Wit và đồng nghiệp năm 1995 [6], tác giả đề xuất một mô hình ma sát 
mới dựa trên đặc tính động lực học của hệ. Mô hình lý thuyết đã được 
tác giả kiểm chứng bằng số liệu thực nghiệm và áp dụng cho một bài 
toán điều khiển đơn giản sử dụng bộ điều khiển PID. Những đặc trưng 
mới trong phân tích ma sát là dựa vào mối quan hệ mật thiết giữa 
tương quan của hệ dao động và động lực học hệ ma sát dựa trên mô 
hình LuGre và các phiên bản cải tiến của nó. Mô hình LuGre là mô hình 

kết hợp ma sát nhớt và hiệu ứng Stribeck vào mô hình Dahl. Trước đó, 
Gdaniec và đồng nghiệp [7] đã nghiên cứu về hiện tượng rẽ nhánh của 
hệ dao động có kể đến hiện tượng dính - trượt sử dụng mô hình ma sát 
LuGre kinh điển đề xuất trước đây. Các tác giả chỉ ra rằng, các ứng xử 
ma sát bản thân nó có thể gây ra các dao động không thông thường, 
nghĩa là lực ma sát trở nên phụ thuộc vào vận tốc đáp ứng. 
Bài toán chuyển động của vật thể đặt trên băng tải là một bài toán 
thường gặp trong thực tế, nhất là trong các dây chuyền sản xuất. Trong 
nhiều tình huống, người ta nhận thấy rằng vận tốc tương đối của vật 
thể là khá thấp do vấn đề đảm bảo an toàn và mức độ điều khiển chính 
xác cao. Vì vận tốc thấp như vậy nên hiệu ứng ma sát Stribeck có thể sẽ 
xuất hiện trong quá trình chuyển động của vật thể. Trong bài báo này, 
các tác giả đề xuất sử dụng mô hình ma sát LuGre với hiệu ứng Stribeck 
để phân tích tượng dính - trượt của hệ hai bậc tự do đặt trên băng tải. 
Đây là vấn đề mới và được tiếp cận bằng phương pháp số.  
2. Mô hình ma sát LuGre với hiệu ứng Stribeck 
Một trong những cách tiếp cận về ma sát động là dựa trên mô hình 
LuGre được đề xuất bởi Wit và đồng nghiệp [6]. Các tác giả cho rằng các 
bề mặt thường không đều khi quan sát ở thang vi mô và chúng chỉ tiếp 
xúc với nhau tại các điểm mà không phải toàn bộ bề mặt. Các phần tử 
tiếp xúc được xem là có các tương tác đàn hồi với nhau. Họ đã mô hình 
sự tiếp xúc này giống như các lông đàn hồi. Khi chịu tác dụng của một 
lực tiếp tuyến, lông đàn hồi gắn trên bề mặt vật sẽ lệch sang một phía 
và tạo ra một lực cản (xem Hình 1a). Nếu lực đủ lớn, các lông sẽ bị lệch 
vượt giá trị giới hạn và tạo ra hiệu ứng trượt giữa hai bề mặt. Độ lệch 
của các lông thường mang tính ngẫu nhiên do tính chất hình dạng bất 
thường của bề mặt. Lực ma sát tổng có thể được biểu diễn dưới dạng 
tổng của tất cả các lực được tạo ra do sự uốn cong của lông và thành 
phần lực cản nhớt, trong đó lực cản nhớt được xem tỷ lệ thuận với vận 
tốc tương đối giữa hai bề mặt tiếp xúc. Biểu diễn toán học của lực ma 
sát là:  

1 2fr o r
F z zσ σ σ= + +ɺ v  (1) 

trong đó z  được gọi là biến trạng thái trong thể hiện độ lệch trung 
bình của lông, 

0
σ  là độ cứng của lông và 

1
σ  hệ số cản của lông, 

2
σ  là 

hệ số ma sát nhớt trong chuyển động tương đối, 
r
v là vận tốc tương 

đối giữa hai bề mặt. Lực ma sát trên có hai thành phần gắn với biến 
trạng thái trong và một thành phần gắn với chuyển động tương đối 
giữa hai bề mặt. Thành phần liên quan đến độ cứng có thể mô hình hóa 
như một lò xo đàn hồi, trong khi thành phần cản có thể mô hình như 
một cản nhớt trong hệ cơ học thông thường (xem Hình 1b); thành 
phần lực ma sát nhớt có hướng ngược với hướng của vận tốc tương đối 
(biểu diễn của nó có thể minh họa như trên Hình 1c). 

  

 

(a) (b) (c) 
 

 
Hình 1. (a): Ma sát giữa hai bề mặt được mô hình thông qua tiếp xúc giữa các lông [để đơn giản, 
lông ở phần dưới được coi là cứng]; (b): Mô hình độ lệch của lông chịu tác dụng từ thành phần 

đàn hồi và thành phần cản; (c): Biểu vận tốc tương đối và thành phần đàn nhớt liên quan đến vận 
tốc tương đối 

Theo [6], độ lệch trung bình của lông cho bởi phương trình sau: 

( )
r

r

r

z z
g

= −ɺ
v

v
v

 (2) 

trong đó ( )r
g v là hàm Stribeck. Hàm ( )r

g v có giá trị dương và giảm 

đơn điệu từ ( )0g khi 
r
v  tăng, có biểu diễn toán học lấy dưới dạng 

Gauss như sau: 

( ) ( ){ }2

0
( )exp /

r C S C r s
g F F Fσ = + − −v v v

 
 (3) 

trong đó 
C

F  là ma sát Coulomb, 
S

F  là ma sát tĩnh và 
s
v  là vận tốc 

Stribeck (xem [1]). Với mô tả này, mô hình được đặc trưng bởi sáu tham 
số 

0
σ , 

1
σ , 

2
σ , 

C
F , 

S
F  và 

s
v .  

Trong bài báo này các tác giả nghiên cứu chuyển động dính – trượt của 
một hệ hai bậc tự do đặt trên băng tải có tính tới hiệu ứng ma sát 
Stribeck mà Wit và đồng nghiệp đã đề xuất. 
3. Phương trình chuyển động của hệ hai bậc tự do đặt trên băng tải  

 
Hình 2. Mô hình hệ hai bậc tự do đặt trên băng tải chuyển động 

Trong nghiên cứu này, các tác giả xem xét một hệ hai bậc tự do như 
minh họa trong Hình 2. Hệ gồm hai vật có khối lượng 

1
m  và 

2
m đặt 

chồng lên nhau trong đó vật 
1

m  tiếp xúc với băng tải. Vật 
2

m  được nối 

với vật 
1

m  bởi lò xo 
2

k  và nối với điểm cố định bên phải bởi lò xo có độ 

cứng 
3

k . Hệ tọa độ được chọn là 
1 2
,x x  sao cho tại vị trí ban đầu các lò 

xo không co giãn. Tổng độ giãn của các lò xo trong quá trình chuyển 
động là một hằng số do hai dầu của hệ được giữ cố định. Giữa vật 

1
m

và băng tải, giữa 
1

m  và 
2

m  có tiếp xúc ma sát với nhau và được mô 

hình hóa theo mô hình LuGre như trên Hình 1. Gọi 
1 2
,z z  lần lượt là độ 

lệch trung bình của lông ở mặt dưới của vật 
1

m  và 
2

m .  Giả thiết rằng 

vật liệu lông là giống nhau tại các bề mặt, do đó phương trình biểu 
diễn lực ma sát tương ứng sẽ có tham số giống nhau cho cả hai bề mặt.  
Phương trình vi phân chuyển động của hệ hai bậc tự do có dạng: 

( )1 1 1 1 2 2 1 1 2fr fr
m x k x k x x F F= − + − + −ɺɺ  (4a) 

( )2 2 2 2 1 3 2 2fr
m x k x x k x F= − − − +ɺɺ  (4b) 

Các lực ma sát 
1fr

F  và 
2fr

F   được xác định theo phương trình (1) như 

sau: 

1 1 1 1 2 1fr o r
F z zσ σ σ= + +ɺ v , 

2 2 1 2 2 2fr o r
F z zσ σ σ= + +ɺ v  

(5a) 
(5b) 

với 
1 1r b

x= − ɺv v  là vận tốc tương đối của vật 
1

m  so với băng tải; 

2 1 2r
x x= −ɺ ɺv  là vận tốc tương đối của vật 

1
m  so với 

2
m ;  các biến trạng 

thái trong 
1 2
,z z  được xác định thông qua hai phương trình vi phân 

sau: 

( ) ( )
11

1 1 1 1 1

1 1 1 1

br

r b

r b

x
z z x z

g g x

−
= − = − −

−

ɺ
ɺɺ

ɺ
vv

v v
v v

, (6a) 

( ) ( )
2 1 2

2 2 2 1 2 2

2 2 2 1 2

r

r

r

x x
z z x x z

g g x x

−
= − = − −

−

ɺ ɺ
ɺ ɺɺ

ɺ ɺ
v

v
v

 

(6b) 

trong đó ( ) ( )1 1 2 2
,

r r
g gv v  là các hàm Stribeck xác định theo (3): 

( ) ( )
1 1 1

2

1

1 1 2

0

1
exp r

r C S C

s

g F F F
σ

   
= + − −      

v
v

v
, (7a) 

( ) ( )
2 2 2

2

2

2 2 2

0

1
exp r

r C S C

s

g F F F
σ

   
= + − −      

v
v

v

 

(7b) 

( )
1 1 11 1 2C C C

F N m m gµ µ= = + ; ( )
1 1 11 1 2S S S

F N m m gµ µ= = +  (8a,b) 

2 2 2 2 2 22 2 2 2
;

C C C S S S
F N m g F N m gµ µ µ µ= = = = (8c,d) 

Ở đây
1C

µ , 
1S

µ  tương ứng là hệ số ma sát Coulomb và hệ số ma sát tĩnh 

giữa vật 
1

m  và băng tải; 
2C

µ , 
2S

µ  tương ứng là hệ số ma sát Coulomb 

và hệ số ma sát tĩnh giữa vật 
1

m  và vật 
2

m . Các phương trình (4) - (6) 

thiết lập một hệ phương trình vi phân với 4 biến phụ thuộc thời gian là 

1 2 1 2
, , ,x x z z . Trong hệ, hai phương trình (4a, b) là tuyến tính nhưng hai 

phương trình (6a, b) lại là phi tuyến.  
Có thể nhận thấy rằng nếu các vận tốc tương đối có giá trị tương đối 
lớn so với vận tốc Stribeck 

s
v  thì hàm Stribeck 

1 2
,g g  sẽ tiệm cận đến 

giá trị hằng số; lúc này mô hình LuGre đưa về mô hình Dahl [4]. Mô hình 
Dahl là một mở rộng của luật ma sát Coulomb nhưng có một nhược 
điểm là không bắt được hiệu ứng ma sát Stribeck. Vì lý do này, Wit và 
đồng nghiệp [6] đã đề xuất mô hình LuGre, được xem là phiên bản mở 
rộng của Dahl.  
4. Trạng thái cân bằng  
Xét hệ ở trạng thái cân bằng, nghĩa là 

1 1 1 2 2 2
0, 0, 0; 0, 0, 0x x z x x z= = = = = =ɺɺ ɺ ɺɺ ɺɺ ɺ . Ở trạng thái này, các vận 

tốc tương đối là 
1 2

, 0
r b r

= =v v v . Ký hiệu 
1 2 1 2

, , ,
e e e e

x x z z  lần lượt là các 

tọa độ của 
1

m , 
2

m và độ lệch của lông khi hệ ở trạng thái cân bằng. Độ 

lệch lông ở trạng thái cân bằng tìm được là:  

 ( )1 1 2
, 0

e b e
z g z= =v , (9) 

trong đó ( )1 b
g v  cho bởi phương trình (7a) bằng cách thay 

1r
v  bằng 

đối số 
b
v . Vị trí cân bằng của các vật 

1 2
,m m  lúc này là nghiệm của hệ 

phương trình sau đây: 

( ) ( )

( )
1 1 2 2 1 1 2

2 2 1 3 2

0

0

e e e o b b

e e e

k x k x x g

k x x k x

σ σ− + − + + =

− − − =

v v

 

(10a) 
(10b) 

Giải hệ (10) ta thu được biểu thức của 
1 2

,
e e

x x  là: 

( )

( )

2 3

1 1 2

1 2 2 3 3 1

2

2 1 2

1 2 2 3 3 1

e o b b

e o b b

k k
x g

k k k k k k

k
x g

k k k k k k

σ σ

σ σ

+
 = + + +

 = + + +

v v

v v  

(11) 

Từ hai biểu thức này có thể rút ra 
1 2e e

x x> , tức là vị trí cân bằng của vật 

1
m  có giá trị tuyệt đối lớn hơn vị trí cân bằng của vật 

2
m .  Có thể thấy 

rằng giá trị độ lệch của lông (biến trạng thái trong) gắn với vật 
1

m  tại 

điểm cân bằng của hệ bằng giá trị của hàm Stribeck tại vận tốc 
b
v  của 

băng tải, trong khi đó độ lệch lông gắn với vật 
2

m  thì bằng không. Giá 

trị 
2

0
e

z =  cho thấy lông ở trạng thái đứng thẳng và không có sự 

chuyển dịch tương đối giữa hai vật 
1

m  và 
2

m ở trạng thái cân bằng; giá 

trị  
1

0
e

z ≠  là do băng tải di chuyển với vận tốc không đổi và do tính 

chất liên kết giữa hai bề mặt vật 
1

m  và băng tải làm cho lông bị kéo và 
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nghiêng theo chiều chuyển động của băng tải. Nghiên cứu trước đây 
của Wit đã chỉ ra rằng giá trị biến trong bị chặn bởi một giá trị trên, nếu 
vượt qua giá trị trên, sẽ xảy ra hiện tượng trượt giữa hai bề mặt. Trạng 
thái cân bằng cho thấy rằng khi chuyển động của hệ xảy ra thì các đáp 
ứng sẽ dao động xung quanh vị trí cân bằng này. 
Chú ý rằng lực ma sát ứng với thành phần đàn hồi liên quan đến biến 
trong 

1
z  ở trạng thái cân bằng cho ta quan hệ giữa 

1e
z  và vận tốc băng 

tải như sau: 

( )
1 1 1

2

0 1 2
exp b

e C S C

s

z F F Fσ
  

= + − − 
  

v

v
.  

Khi 
b s
≫v v , tức vận tốc băng tải 

b
v tương đối lớn so với 

s
v  thì  

10 1e C
z Fσ = , tức là thành phần đàn hồi của ma sát bằng với lực ma sát 

Coulomb của vật 
1

m . Khi đó 
11 0

/
e C

z F σ= . 

5. Các đặc trưng của chuyển động xuất hiện trong hệ 
Người ta nhận thấy rằng mô hình ma sát động thường chứa ứng xử phi 
tuyến phong phú [1]. Trong nghiên cứu này, các tác giả khảo sát các 
đặc tính chuyển động của hệ bằng mô phỏng số bởi vì mô hình ma sát 
cho hệ phương trình vi phân chuyển động phi tuyến trong đó xuất hiện 
hàm phi tuyến dạng Gauss ở dưới mẫu rất khó thực hiện phân tích 
bằng một phương pháp giải tích hiệu quả. Tham số tính toán được cho 
trong Bảng 1. Điều kiện đầu được lấy là [0,   0,   0,  0,   0.1962,   0.1472] 
cho lần lượt các đáp ứng 

1 1 2 2 1 2
, , , , ,x x x x z zɺ ɺ .  

 
Bảng 1. Tham số đầu vào cho tính toán số 

Mô tả  Tham số Giá trị Đơn vị 

Hệ số ma sát tĩnh  S
µ   0.15  

Hệ số ma sát động C
µ   0.1  

Hệ số độ cứng lông  0
σ   5

10   -1
Nm   

Hệ số cản của lông 1
σ   5

10   
-1

Nsm  

Hệ số cản nhớt 2
σ   0.4 -1

Nsm  

Khối lượng các vật 1 2
,m m   1.0, 1.0 N 

Hệ số độ cứng các lò xo 1 2 3
, ,k k k   50, 50, 100 N 

Vận tốc Stribeck s
v   0.001 -1

ms   

 
 
5.1. Chuyển dịch trong khoảng thời gian đầu chuyển động 
Đáp ứng theo thời gian của các chuyển dịch 

1
x  và 

2
x  được minh họa 

trên Hình 3. Vì điều kiện đầu của chuyển dịch 
1

x  và 
2

x  đều bằng 

không, khi băng tải di chuyển với vận tốc hằng số thì các chuyển dịch 
đều xuất phát từ gốc tọa độ và tăng dần trong một khoảng thời gian 
đầu. Lúc này lực lò xo 

1 1 1sp
F k x=  tăng dần nhưng không thắng được lực 

ma sát nên vật 
1

m  chuyển động gần như dính vào băng tải. Tương tự 

vật 
2

m  mặc dù có sự thay đổi về chuyển dịch nhưng thời gian đầu lực 

đàn hồi của các lò xo 
2 3
,k k  cũng không thắng được lực ma sát giữa vật 

1
m  và 

2
m  nên gần như vật 

2
m  dính vào 

1
m ; vì lý do này mà chuyển 

dịch của hai vật là gần như nhau và tăng tuyến tính theo thời gian 
trong khoảng 1.5 (s) đầu tiên kể từ thời điểm 0t = . 
 

 
Hình 3. Đáp ứng chuyển dịch phụ thuộc thời gian của các khối lượng 

1
m  và 

2
m  

5.2. Chuyển dịch trong giai đoạn bình ổn 
Sau thời gian khoảng 1.5 (s) bắt đầu có sự khác biệt về chuyển dịch của 
các đáp ứng, chúng tiến đến một giai đoạn bình ổn mà chuyển động 
gần như là các dao động tuần hoàn. Hiện tượng này đã biết trong các 
hệ nghiên cứu trước đây nhưng với hệ một bậc tự do chuyển động trên 
băng tải [7]. Người ta gọi cơ chế dao động trên băng tải là một dạng tự 
dao động. Dáng điệu tự dao động này xuất phát từ đặc tính liên kết ma 
sát giữa các bề mặt của vật thể và băng tải nhờ sự duy trì liên tục vận 
tốc băng tải hằng số. Hiện tượng này được quan sát trong miền vận tốc 
băng tải không quá lớn. Trong trường hợp vận tốc băng tải lớn hơn thì 
có thể dẫn đến một dao động gần như tắt dần (quan sát cho thấy rất 
lâu mới tắt dần nhưng biên độ dao động sẽ rất nhỏ) của chuyển dịch 
bởi vì băng tải lúc này kéo vật nhanh đến mức vật gần như đứng im so 
với băng tải.  
Quan sát trên Hình 3 cho thấy điểm cân bằng của 

1
x  có tọa độ lớn hơn 

điểm cân bằng của 
2

x  và đều có giá trị dương. Bởi vì lò xo 
1

k  giãn ra 

một đoạn 
1

x , độ giãn này bằng tổng độ giãn của hai lò xo 
2

k  và 
3

k , 

điều đó làm cho điểm cân bằng của lò xo 
1

k  luôn nằm trên điểm cân 

bằng của lò xo 
2

k . Cụ thể điểm cân bằng của 
1

m  là 0.0185 (m), và điểm 

cân bằng của 
2

m  là 0.0106 (m). Biên độ dao động của hai đáp ứng xấp 

xỉ nhau và bằng 0.0057 (m). Chu kỳ tìm được của cả hai đáp ứng là xấp 
xỉ nhau và bằng 

1 2
1.55T T≈ =  (s). 

5.3. Chuyển động dính - trượt trên băng tải trong trường hợp bình ổn 

  
(a) (b) 

 
 

Hình 4. Đồ thị các lực ma sát, đàn hồi và vận tốc của hệ phụ thuộc thời gian: (a) hiển thị trong 
khoảng thời gian [14, 20] (s); (b) hiển thị trong khoảng [17.7, 18] (s). 

Quan sát trên Hình 4, vận tốc tương đối 
10
v  của vật 

1
m  so với băng tải 

được tính bằng công thức 
10 1b

= −v v v  có những đoạn gần như thẳng 

(bằng không) trong khi đó có những đoạn cong và lặp lại một cách 
tuần hoàn. Những đoạn thẳng chỉ ra rằng vật 

1
m  gần như bám và 

chuyển động cùng với băng tải do hiệu ứng lực ma sát giữ lại. Người ta 
gọi đây là chuyển động "dính". Trong hệ một bậc tự do, chuyển động 
dính cho thấy lực lò xo gần như cân bằng với lực ma sát giữa vật và 
băng tải. Tuy nhiên trong hệ hai bậc tự do đang xét, chuyển động dính 
xảy ra khi lực ma sát giữa hai bề mặt sẽ cân bằng với các lực còn lại tác 
dụng lên 

1
m . Pha tiếp theo của chuyển động dính là chuyển động 

"trượt" mà ở đó vật 
1

m  trượt trên băng tải với vận tốc thay đổi và khác 

không. Các thí nghiệm trước đây chỉ ra rằng nếu vận tốc chuyển động 
của vật vượt ngưỡng một vận tốc nào đó thì chuyển động trượt sẽ diễn 
ra. Trong mô hình lông của Wit [6], chuyển động trượt diễn ra khi lực 
tiếp tuyến tác dụng lên lông lớn đến mức làm cho độ lệch của lông 
chạm ngưỡng giá trị lớn nhất. Có thể hiểu là lực tiếp tuyến lớn đến một 
giá trị nào đó làm phá vỡ tính chất đàn hồi của lông, làm cho toàn bộ 
bề mặt tiếp xúc trượt trên nhau. Tổ hợp chuyển động của các pha liên 
tiếp dính và trượt trên một bề mặt được gọi là chuyển động dính – trượt. 
Hiệu ứng lực ma sát Stribeck sẽ quan sát được trong trường hợp vận tốc 
tương đối chuyển động có giá trị khác không nhưng tương đối nhỏ. 
Trong chế độ vận tốc nhỏ như thế, lực ma sát quan sát được sẽ có hiện 
tượng giảm dần khi tăng vận tốc chuyển động. Quan sát này có thể 
thấy trên Hình 4b là một phóng to của Hình 4a trong khoảng thời gian 
[17.7, 18] (s). Cụ thể trong khoảng thời gian 17.75 (s) ta quan sát thấy 
lực ma sát bắt đầu giảm sâu khi vận tốc tương đối tăng dần, tức là có 
một hiện tượng "rơi" về giá trị của lực ma sát ở vận tốc tăng dần nhưng 
gần vận tốc không.  
5.4. Chuyển động dính của vật 

2
m  trên vật 

1
m   

Có một hiện tượng thú vị được quan sát là, hầu như vật 
2

m  bám dính 

vào vật 
1

m  trong quá trình chuyển động của hệ mặc dù chuyển dịch 

của hai vật là khác nhau. Như đã phân tích ở phần trên chuyển động 
của hai vật gần như là cùng pha, cùng tần số, có độ lớn biên độ dao 
động là gần như nhau (chỉ có vị trí cân bằng là khác nhau). Điều này nói 
lên rằng chỉ cần một chuyển dịch tịnh tiến về vị trí điểm cân bằng thì 
hai dao động sẽ trùng khớp lên nhau. Hệ quả là giá trị vận tốc của hai 
vật là gần như bằng nhau, vận tốc tương đối giữa chúng sẽ gần bằng 
không. Kết quả số cho thấy giá trị vận tốc tương đối nhỏ hơn giá trị vận 
tốc Stribeck nên có thể coi hai vật là chuyển động dính vào nhau. Sự 
hiển thị vận tốc tương đối của hai vật trên Hình 4 gần như là một 
đường thẳng và có giá trị xấp xỉ không.  
5.5. Quan hệ của lực ma sát và sự thay đổi giá trị của biến trạng thái 
trong 
Từ công thức biểu diễn lực ma sát ta có thể thấy nó có đóng góp từ ba 
thành phần: thành phần đàn hồi (gắn với hệ số đàn hồi 

0
σ ), thành 

phần cản biến trong (gắn với hệ số 
1

σ ) và thành phần cản nhớt có sự 

đóng góp của vận tốc tương đối của hai bề mặt (gắn với hệ số 
2

σ ). Kết 

quả tính toán số chỉ ra rằng sự đóng góp của thành phần đàn hồi là lớn 
nhất và vượt trội so với sự đóng góp của hai thành phần còn lại. Do đó 
dáng điệu của lực ma sát phụ thuộc phần lớn vào sự thay đổi của độ 
lệch lông. Ở một mức độ nào đó, có thể lấy xấp xỉ 

1 0 1fr
F zσ≈  và 

2 0 2fr
F zσ≈ . Trong một số mô hình tính toán người ta chỉ cần ước 

lượng giá trị của lực ma sát tỉ lệ với độ lệch lông, tức quan hệ lực ma sát 
và sự thay đổi của biến trạng thái trong là quan hệ gần như tuyến tính.  
5.6. Vòng trễ của lực ma sát 

Trong trạng thái bình ổn của chuyển động hệ, một hiện tượng được 
quan sát ở đây là có một vòng trễ xuất hiện của lực ma sát phụ thuộc 
vào chuyển dịch của các vật 

1
m  và 

2
m  (xem Hình 5).  

 
Hình 5. Vòng trễ của lực ma sát phụ thuộc chuyển dịch 

Đối với lực ma sát 
1fr

F , vòng trễ gần như là một vòng khép kín nhưng 

có dạng hai tam giác đối xứng nhau qua một điểm. Về tổng thể, trên 
đoạn nằm ngang nếu đi từ trái sang phải theo chiều tăng của chuyển 
dịch 

1
x , lực ma sát gần như không đổi. Điều này cho thấy hệ đang ở 

trạng thái trượt. Khi đạt chuyển dịch lớn nhất, 
1

x  bắt đầu giảm thì lực 

ma sát tăng nhanh và giảm dần gần như tuyến tính. Đến gần giá trị nhỏ 
nhất của chuyển dịch thì lực ma sát có một sự thay đổi đột ngột về giá 
trị và xuất hiện một sự dao động theo chuyển dịch 

1
x . Sự dao động này 

là do hiệu ứng Stribeck gây ra ở vận tốc gần không. Dáng điệu của 
vòng trễ đối với chuyển dịch 

2
x  là tương tự như trường hợp của 

chuyển dịch 
1

x . Tuy nhiên có một điểm khác so với vòng trễ thứ nhất là 

dọc theo chiều tăng của chuyển dịch 
2

x  lực ma sát tăng gần như tuyến 

tính.    
5.7. Vòng giới hạn  
Dao động dính trượt của hệ ở trạng thái bình ổn dẫn tới một đặc tính 
chuyển động là vòng giới hạn xuất hiện trong mặt phẳng pha. Ở đây vì 
vận tốc băng tải là hằng số, nên ta chuyển mặt phẳng pha từ chuyển 
dịch – vận tốc tuyệt đối sang mặt phẳng chuyển dịch – vận tốc tương 
đối. Đối với vật 

1
m  mặt phẳng pha cho thấy hai pha chuyển động rõ 

rệt: pha dính mà ở đó vận tốc chuyển động tương đối là gần bằng 
không, và pha trượt mà ở đó vận tốc tương đối có giá trị thay đổi và 
khác không. Trên Hình 6, hình ảnh pha dính – trượt giống như một hình 
elipse bị cắt đi một chỏm. Đặc tính này khác hẳn so với chuyển động 
tuần hoàn thông thường không có sự xuất hiện của pha dính. 
Đối với vật 

2
m  mặc dù chuyển động được xem là dính trên vật 

1
m  vì 

vận tốc tương đối giữa hai vật là rất nhỏ. Tính toán cho thấy vận tốc này 
nhỏ hơn vận tốc Stribeck. Do đó mặc dù chuyển động là gần như tuần 
hoàn nhưng dáng điệu của vòng giới hạn là khá phức tạp và không có 
hình thù rõ ràng. Xét về mặt tổng thể thì vòng giới hạn sẽ quy về một 
đường thẳng nằm ngang do chỉ có chuyển động dính xuất hiện [xét kỹ 
ra chỉ có một vài điểm gần giá trị nhỏ nhất và lớn nhất của chuyển dịch 
là xảy ra hiện tượng trượt; nhưng để đơn giản ta sẽ bỏ qua yếu tố này 
do đã lấy vận tốc Stribeck làm mốc so sánh]. 
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nghiêng theo chiều chuyển động của băng tải. Nghiên cứu trước đây 
của Wit đã chỉ ra rằng giá trị biến trong bị chặn bởi một giá trị trên, nếu 
vượt qua giá trị trên, sẽ xảy ra hiện tượng trượt giữa hai bề mặt. Trạng 
thái cân bằng cho thấy rằng khi chuyển động của hệ xảy ra thì các đáp 
ứng sẽ dao động xung quanh vị trí cân bằng này. 
Chú ý rằng lực ma sát ứng với thành phần đàn hồi liên quan đến biến 
trong 

1
z  ở trạng thái cân bằng cho ta quan hệ giữa 

1e
z  và vận tốc băng 

tải như sau: 

( )
1 1 1

2

0 1 2
exp b

e C S C

s

z F F Fσ
  

= + − − 
  

v

v
.  

Khi 
b s
≫v v , tức vận tốc băng tải 

b
v tương đối lớn so với 

s
v  thì  

10 1e C
z Fσ = , tức là thành phần đàn hồi của ma sát bằng với lực ma sát 

Coulomb của vật 
1

m . Khi đó 
11 0

/
e C

z F σ= . 

5. Các đặc trưng của chuyển động xuất hiện trong hệ 
Người ta nhận thấy rằng mô hình ma sát động thường chứa ứng xử phi 
tuyến phong phú [1]. Trong nghiên cứu này, các tác giả khảo sát các 
đặc tính chuyển động của hệ bằng mô phỏng số bởi vì mô hình ma sát 
cho hệ phương trình vi phân chuyển động phi tuyến trong đó xuất hiện 
hàm phi tuyến dạng Gauss ở dưới mẫu rất khó thực hiện phân tích 
bằng một phương pháp giải tích hiệu quả. Tham số tính toán được cho 
trong Bảng 1. Điều kiện đầu được lấy là [0,   0,   0,  0,   0.1962,   0.1472] 
cho lần lượt các đáp ứng 

1 1 2 2 1 2
, , , , ,x x x x z zɺ ɺ .  

 
Bảng 1. Tham số đầu vào cho tính toán số 

Mô tả  Tham số Giá trị Đơn vị 

Hệ số ma sát tĩnh  S
µ   0.15  

Hệ số ma sát động C
µ   0.1  

Hệ số độ cứng lông  0
σ   5

10   -1
Nm   

Hệ số cản của lông 1
σ   5

10   
-1

Nsm  

Hệ số cản nhớt 2
σ   0.4 -1

Nsm  

Khối lượng các vật 1 2
,m m   1.0, 1.0 N 

Hệ số độ cứng các lò xo 1 2 3
, ,k k k   50, 50, 100 N 

Vận tốc Stribeck s
v   0.001 -1

ms   

 
 
5.1. Chuyển dịch trong khoảng thời gian đầu chuyển động 
Đáp ứng theo thời gian của các chuyển dịch 

1
x  và 

2
x  được minh họa 

trên Hình 3. Vì điều kiện đầu của chuyển dịch 
1

x  và 
2

x  đều bằng 

không, khi băng tải di chuyển với vận tốc hằng số thì các chuyển dịch 
đều xuất phát từ gốc tọa độ và tăng dần trong một khoảng thời gian 
đầu. Lúc này lực lò xo 

1 1 1sp
F k x=  tăng dần nhưng không thắng được lực 

ma sát nên vật 
1

m  chuyển động gần như dính vào băng tải. Tương tự 

vật 
2

m  mặc dù có sự thay đổi về chuyển dịch nhưng thời gian đầu lực 

đàn hồi của các lò xo 
2 3
,k k  cũng không thắng được lực ma sát giữa vật 

1
m  và 

2
m  nên gần như vật 

2
m  dính vào 

1
m ; vì lý do này mà chuyển 

dịch của hai vật là gần như nhau và tăng tuyến tính theo thời gian 
trong khoảng 1.5 (s) đầu tiên kể từ thời điểm 0t = . 
 

 
Hình 3. Đáp ứng chuyển dịch phụ thuộc thời gian của các khối lượng 

1
m  và 

2
m  

5.2. Chuyển dịch trong giai đoạn bình ổn 
Sau thời gian khoảng 1.5 (s) bắt đầu có sự khác biệt về chuyển dịch của 
các đáp ứng, chúng tiến đến một giai đoạn bình ổn mà chuyển động 
gần như là các dao động tuần hoàn. Hiện tượng này đã biết trong các 
hệ nghiên cứu trước đây nhưng với hệ một bậc tự do chuyển động trên 
băng tải [7]. Người ta gọi cơ chế dao động trên băng tải là một dạng tự 
dao động. Dáng điệu tự dao động này xuất phát từ đặc tính liên kết ma 
sát giữa các bề mặt của vật thể và băng tải nhờ sự duy trì liên tục vận 
tốc băng tải hằng số. Hiện tượng này được quan sát trong miền vận tốc 
băng tải không quá lớn. Trong trường hợp vận tốc băng tải lớn hơn thì 
có thể dẫn đến một dao động gần như tắt dần (quan sát cho thấy rất 
lâu mới tắt dần nhưng biên độ dao động sẽ rất nhỏ) của chuyển dịch 
bởi vì băng tải lúc này kéo vật nhanh đến mức vật gần như đứng im so 
với băng tải.  
Quan sát trên Hình 3 cho thấy điểm cân bằng của 

1
x  có tọa độ lớn hơn 

điểm cân bằng của 
2

x  và đều có giá trị dương. Bởi vì lò xo 
1

k  giãn ra 

một đoạn 
1

x , độ giãn này bằng tổng độ giãn của hai lò xo 
2

k  và 
3

k , 

điều đó làm cho điểm cân bằng của lò xo 
1

k  luôn nằm trên điểm cân 

bằng của lò xo 
2

k . Cụ thể điểm cân bằng của 
1

m  là 0.0185 (m), và điểm 

cân bằng của 
2

m  là 0.0106 (m). Biên độ dao động của hai đáp ứng xấp 

xỉ nhau và bằng 0.0057 (m). Chu kỳ tìm được của cả hai đáp ứng là xấp 
xỉ nhau và bằng 

1 2
1.55T T≈ =  (s). 

5.3. Chuyển động dính - trượt trên băng tải trong trường hợp bình ổn 

  
(a) (b) 

 
 

Hình 4. Đồ thị các lực ma sát, đàn hồi và vận tốc của hệ phụ thuộc thời gian: (a) hiển thị trong 
khoảng thời gian [14, 20] (s); (b) hiển thị trong khoảng [17.7, 18] (s). 

Quan sát trên Hình 4, vận tốc tương đối 
10
v  của vật 

1
m  so với băng tải 

được tính bằng công thức 
10 1b

= −v v v  có những đoạn gần như thẳng 

(bằng không) trong khi đó có những đoạn cong và lặp lại một cách 
tuần hoàn. Những đoạn thẳng chỉ ra rằng vật 

1
m  gần như bám và 

chuyển động cùng với băng tải do hiệu ứng lực ma sát giữ lại. Người ta 
gọi đây là chuyển động "dính". Trong hệ một bậc tự do, chuyển động 
dính cho thấy lực lò xo gần như cân bằng với lực ma sát giữa vật và 
băng tải. Tuy nhiên trong hệ hai bậc tự do đang xét, chuyển động dính 
xảy ra khi lực ma sát giữa hai bề mặt sẽ cân bằng với các lực còn lại tác 
dụng lên 

1
m . Pha tiếp theo của chuyển động dính là chuyển động 

"trượt" mà ở đó vật 
1

m  trượt trên băng tải với vận tốc thay đổi và khác 

không. Các thí nghiệm trước đây chỉ ra rằng nếu vận tốc chuyển động 
của vật vượt ngưỡng một vận tốc nào đó thì chuyển động trượt sẽ diễn 
ra. Trong mô hình lông của Wit [6], chuyển động trượt diễn ra khi lực 
tiếp tuyến tác dụng lên lông lớn đến mức làm cho độ lệch của lông 
chạm ngưỡng giá trị lớn nhất. Có thể hiểu là lực tiếp tuyến lớn đến một 
giá trị nào đó làm phá vỡ tính chất đàn hồi của lông, làm cho toàn bộ 
bề mặt tiếp xúc trượt trên nhau. Tổ hợp chuyển động của các pha liên 
tiếp dính và trượt trên một bề mặt được gọi là chuyển động dính – trượt. 
Hiệu ứng lực ma sát Stribeck sẽ quan sát được trong trường hợp vận tốc 
tương đối chuyển động có giá trị khác không nhưng tương đối nhỏ. 
Trong chế độ vận tốc nhỏ như thế, lực ma sát quan sát được sẽ có hiện 
tượng giảm dần khi tăng vận tốc chuyển động. Quan sát này có thể 
thấy trên Hình 4b là một phóng to của Hình 4a trong khoảng thời gian 
[17.7, 18] (s). Cụ thể trong khoảng thời gian 17.75 (s) ta quan sát thấy 
lực ma sát bắt đầu giảm sâu khi vận tốc tương đối tăng dần, tức là có 
một hiện tượng "rơi" về giá trị của lực ma sát ở vận tốc tăng dần nhưng 
gần vận tốc không.  
5.4. Chuyển động dính của vật 

2
m  trên vật 

1
m   

Có một hiện tượng thú vị được quan sát là, hầu như vật 
2

m  bám dính 

vào vật 
1

m  trong quá trình chuyển động của hệ mặc dù chuyển dịch 

của hai vật là khác nhau. Như đã phân tích ở phần trên chuyển động 
của hai vật gần như là cùng pha, cùng tần số, có độ lớn biên độ dao 
động là gần như nhau (chỉ có vị trí cân bằng là khác nhau). Điều này nói 
lên rằng chỉ cần một chuyển dịch tịnh tiến về vị trí điểm cân bằng thì 
hai dao động sẽ trùng khớp lên nhau. Hệ quả là giá trị vận tốc của hai 
vật là gần như bằng nhau, vận tốc tương đối giữa chúng sẽ gần bằng 
không. Kết quả số cho thấy giá trị vận tốc tương đối nhỏ hơn giá trị vận 
tốc Stribeck nên có thể coi hai vật là chuyển động dính vào nhau. Sự 
hiển thị vận tốc tương đối của hai vật trên Hình 4 gần như là một 
đường thẳng và có giá trị xấp xỉ không.  
5.5. Quan hệ của lực ma sát và sự thay đổi giá trị của biến trạng thái 
trong 
Từ công thức biểu diễn lực ma sát ta có thể thấy nó có đóng góp từ ba 
thành phần: thành phần đàn hồi (gắn với hệ số đàn hồi 

0
σ ), thành 

phần cản biến trong (gắn với hệ số 
1

σ ) và thành phần cản nhớt có sự 

đóng góp của vận tốc tương đối của hai bề mặt (gắn với hệ số 
2

σ ). Kết 

quả tính toán số chỉ ra rằng sự đóng góp của thành phần đàn hồi là lớn 
nhất và vượt trội so với sự đóng góp của hai thành phần còn lại. Do đó 
dáng điệu của lực ma sát phụ thuộc phần lớn vào sự thay đổi của độ 
lệch lông. Ở một mức độ nào đó, có thể lấy xấp xỉ 

1 0 1fr
F zσ≈  và 

2 0 2fr
F zσ≈ . Trong một số mô hình tính toán người ta chỉ cần ước 

lượng giá trị của lực ma sát tỉ lệ với độ lệch lông, tức quan hệ lực ma sát 
và sự thay đổi của biến trạng thái trong là quan hệ gần như tuyến tính.  
5.6. Vòng trễ của lực ma sát 

Trong trạng thái bình ổn của chuyển động hệ, một hiện tượng được 
quan sát ở đây là có một vòng trễ xuất hiện của lực ma sát phụ thuộc 
vào chuyển dịch của các vật 

1
m  và 

2
m  (xem Hình 5).  

 
Hình 5. Vòng trễ của lực ma sát phụ thuộc chuyển dịch 

Đối với lực ma sát 
1fr

F , vòng trễ gần như là một vòng khép kín nhưng 

có dạng hai tam giác đối xứng nhau qua một điểm. Về tổng thể, trên 
đoạn nằm ngang nếu đi từ trái sang phải theo chiều tăng của chuyển 
dịch 

1
x , lực ma sát gần như không đổi. Điều này cho thấy hệ đang ở 

trạng thái trượt. Khi đạt chuyển dịch lớn nhất, 
1

x  bắt đầu giảm thì lực 

ma sát tăng nhanh và giảm dần gần như tuyến tính. Đến gần giá trị nhỏ 
nhất của chuyển dịch thì lực ma sát có một sự thay đổi đột ngột về giá 
trị và xuất hiện một sự dao động theo chuyển dịch 

1
x . Sự dao động này 

là do hiệu ứng Stribeck gây ra ở vận tốc gần không. Dáng điệu của 
vòng trễ đối với chuyển dịch 

2
x  là tương tự như trường hợp của 

chuyển dịch 
1

x . Tuy nhiên có một điểm khác so với vòng trễ thứ nhất là 

dọc theo chiều tăng của chuyển dịch 
2

x  lực ma sát tăng gần như tuyến 

tính.    
5.7. Vòng giới hạn  
Dao động dính trượt của hệ ở trạng thái bình ổn dẫn tới một đặc tính 
chuyển động là vòng giới hạn xuất hiện trong mặt phẳng pha. Ở đây vì 
vận tốc băng tải là hằng số, nên ta chuyển mặt phẳng pha từ chuyển 
dịch – vận tốc tuyệt đối sang mặt phẳng chuyển dịch – vận tốc tương 
đối. Đối với vật 

1
m  mặt phẳng pha cho thấy hai pha chuyển động rõ 

rệt: pha dính mà ở đó vận tốc chuyển động tương đối là gần bằng 
không, và pha trượt mà ở đó vận tốc tương đối có giá trị thay đổi và 
khác không. Trên Hình 6, hình ảnh pha dính – trượt giống như một hình 
elipse bị cắt đi một chỏm. Đặc tính này khác hẳn so với chuyển động 
tuần hoàn thông thường không có sự xuất hiện của pha dính. 
Đối với vật 

2
m  mặc dù chuyển động được xem là dính trên vật 

1
m  vì 

vận tốc tương đối giữa hai vật là rất nhỏ. Tính toán cho thấy vận tốc này 
nhỏ hơn vận tốc Stribeck. Do đó mặc dù chuyển động là gần như tuần 
hoàn nhưng dáng điệu của vòng giới hạn là khá phức tạp và không có 
hình thù rõ ràng. Xét về mặt tổng thể thì vòng giới hạn sẽ quy về một 
đường thẳng nằm ngang do chỉ có chuyển động dính xuất hiện [xét kỹ 
ra chỉ có một vài điểm gần giá trị nhỏ nhất và lớn nhất của chuyển dịch 
là xảy ra hiện tượng trượt; nhưng để đơn giản ta sẽ bỏ qua yếu tố này 
do đã lấy vận tốc Stribeck làm mốc so sánh]. 
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Hình 6. Dáng điệu vòng giới hạn của các chuyển động của vật 

1
m  và 

2
m  

6. Kết luận 
Trong nghiên cứu này, các phân tích chi tiết về chuyển động dính – 
trượt của một hệ hai bậc tự do trên băng tải được trình bày trên cơ sở 
kết quả tính toán số. Nghiên cứu chỉ ra rằng, với việc sử dụng mô hình 
ma sát LuGre cho chuyển động với vận tốc thấp, các hiệu ứng cơ học 
của chuyển động dính – trượt được tìm thấy giống như áp dụng cho 
trường hợp hệ một bậc tự do. Một điểm mới của nghiên cứu là đã chỉ ra 
chuyển động dính của hai vật xảy ra trong quá trình vật thể thứ nhất 
chuyển động dạng dính – trượt trên băng tải. Sự bám dính này là do 
các lực đàn hồi tác dụng lên vật thể không thể thắng được lực ma sát 
giữa hai bề mặt tiếp xúc. Điều đó cho thấy rằng ở vận tốc thấp nơi mà 
hiệu ứng ma sát Stribeck phát huy tác dụng thì sự bám dính của hai đối 
tượng vật thể là đáng kể. Nghiên cứu mở ra một hướng mới trên một 
diện rộng hơn là các hệ động lực có chuyển động tương đối chậm và có 
liên kết ma sát với nhau. Nghiên cứu này chỉ dừng ở giải số để phân tích 
các hiện tượng quan sát được bởi vì cách tiếp cận giải tích vẫn có 
những khó khăn nhất định cho đến thời điểm này. Đây cũng là vấn đề 
cần cứu tiếp theo của các tác giả hiện tại. 
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Bàn về tác dụng của lũ quét đến sự ổn định công trình 
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Discuss the impact of flash floods on the stability of school buildings in Việt Nam 
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TÓM TẮT:  
Đã có rất nhiều kết quả nghiên cứu 

được công bố về sự tàn phá của lũ 
quét, nhưng các đề cập đến sự mất ổn 

định công trình do tác dụng của dòng 

lũ còn nhiều vấn đề  tranh luận. Do đó, 

bài báo đưa ra một số vấn đề thảo luận 

nhằm có được các giải pháp hợp lý 

nhất để ổn định công trình trong vùng 

lũ quét ở Việt Nam. 

Từ khóa : ổn định công trình dưới tác 

dụng lũ quét    

 

ABSTRACT: 
There have been a lot of published 

research results about the devastation 

of flash floods, but the issues related 

to the instability of buildings due to 

the effects of flood flows are still 

controversial. Therefore, the article 

presents some discussion issues in 

order to obtain the most reasonable 

solutions to stabilize buildings in flash 

flood areas in Vietnam. 

Keywords: work stability under flash 

flood effects 

 

Phạm Quang Anh- Viện nghiên cứu 

thiết kế trường học 

Trần Thượng Bình - ĐH Kiến Trúc 

HN 

Binhviht@gmail.com 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1.Giới thiệu chung  
Khi mưa lớn trên diện rộng, đặc biệt khi xả lũ của các đập dâng nước ở đầu nguồn mà động năng 

dòng chảy trong các rãnh tạm thời các khe cạn, suối có khả năng cuốn trôi các vật cản trên dòng sẽ gây 
thiệt hại tính mạng tài sản, khi đó dòng chảy còn được gọi lả lũ quét. Thực tế cho thấy, trong một số 
trường hợp các dòng chảy đó có sức tàn phá khủng khiếp như một thảm họa, điển hình như trận lũ 
quét năm 1998 ở thị xã Lai Châu (cũ) đã xoá sổ cả bản Mường Lay, gần đây là thị trấn Mù Căng Chải 
(hình1)  

Ttrong lịch sử phát triển vỏ trái đất và sự tiến hóa của thế giới sinh vật, lũ quét đã đóng vai trò làm 
sạch thảm thực vật cũ để dành chỗ cho thảm thực vật mới mọc lên, mang các chất màu mỡ từ trên cao 
xuống thấp tạo ra một lớp phù sa mới giúp cho thảm thực vật mọc tốt tươi hơn với lượng dinh dưỡng 
mới. Mặt khác, lũ quét còn giúp cho các thực vật phát tán hạt của mình trôi theo dòng chảy với một 
khoảng cách rất xa, tạo ra những thực vật có khả năng nảy mầm nhanh và vòng sinh trưởng ngắn cùng 
với những động vật đặc biệt thích nghi với lũ quét.  

Như vậy, lũ quét là hiện tượng tự nhiên là nhân tố tham gia vào sự phát triển không ngừng của vỏ 
Trái đất và thế giới sinh vật, nhưng đồng thời cũng là dạng thiên tai mà con người luôn phải phòng 
chống. Do đó, con người không thể loại bỏ hoàn toàn lũ quét mà chỉ có thể thích nghi với chúng. Thực 
tế cho thấy, (hình 2a,2b) để tạo ra môi trường sống, nhiều dân tộc Việt Nam như: Mường Thái, Tày với 
tập quán canh tác lúa nước thường quần cư ở ven các thung lũng sông suối, nơi có nguồn nước để sản 
xuất và sinh hoạt, từ xa xưa họ đã có những cách thích ứng với lũ quét bằng kết cấu nhà sàn. 

 

Hinh 1.Tai biến lũ quét ở thị trấn Mù Cang Chải. 

Hình 2a Bản người Tày Hình 2b Bản người Mường 
 


